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高压氧疗法应用于慢性伤口问题解的存在唯一性
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摘　要：研究一个高压氧治疗对慢性伤口愈合问题的数学模型。该模型包含了描述氧扩散浓度的非线性二阶抛
物型方程、关于毛细管尖端密度的非线性一阶双曲型方程以及一个描述血管密度的常微分方程。通过应用双曲

方程的特征理论、Ｌｐ估计、Ｈｌｄｅｒ估计以及Ｂａｎａｃｈ不动点定理证明了这个问题整体解的存在唯一性。
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　　许多生物生长的基本规律都可以用偏微分方程
的数学模型来表示［１－１４］。近年来，据统计中国目

前的糖尿病患者大约２４亿，随之而来的糖尿病相
关慢性难愈性伤口，尤其是糖尿病足的发生率显著

上升，更为严重的是１５％ 的糖尿病足患者最终只
能接受截肢治疗，因此对如何治疗慢性伤口具有非

常深远的研究意义。慢性伤口的愈合是一个极其复

杂的过程，而局部缺血是伤口难愈合过程中的一个

重要因素。Ｆｒｉｅｄｍａｎ等［３－６］建立了关于局部皮肤缺

血性慢性伤口的数学模型，并研究了在自由边界条

件下其解的存在性和唯一性。此后，随着科学的发

展，一系列关于血管生成的慢性伤口愈合模型被

Ｐｅｔｔｅｔ等［７－１０］提出，这些学者根据各自的生物实验

和临床数据模拟慢性伤口愈合的过程，从而从实验

角度上说明已建立模型的合理性。在之前工作的基

础上，Ｆｌｅｇｇ等［１１－１４］提出了用高压氧疗法来治疗慢
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性伤口，通过模拟高压氧疗法在慢性伤口愈合中的

作用，预测间歇性高压氧疗法将有助于慢性伤口的

愈合，而正常氧气在治疗这样的慢性伤口时没有明

显的效果。此外，那些动脉供血充足的患者对高压

氧疗法具有良好的伤口愈合反应。本文将研究由

Ｆｌｅｇｇ等［１４］在２０１２年提出的一个高压氧疗法应用
于慢性伤口的数学模型，具体模型如下：

ｗ
ｔ
＝Ｄｗ

２ｗ
ｘ２
－ｋ４ｗ＋ｋ２ｂ，

０≤ｘ≤Ｌ，ｔ＞０ （１）
ｗ
ｘｘ＝０

＝ｗ
ｘｘ＝Ｌ

＝０，ｔ＞０ （２）

ｗ（ｘ，０）＝ｗ０（ｘ），０≤ｘ≤Ｌ （３）
ｎ
ｔ
－ χｗ( )ｘ

ｎ
ｘ
＝ χ

２ｗ
ｘ２
－ｋ( )６ ｎ＋

ｋ５ｂＨ（ｗ－ｗＬ）Ｈ（ｗＨ －ｗ），
０≤ｘ≤Ｌ，ｔ＞０ （４）

ｎ（ｘ，０）＝０，０≤ｘ≤Ｌ （５）
ｂ
ｔ
＝ｂ（１－ｂ）－χｎｗｘ

，０≤ｘ≤Ｌ，ｔ＞０（６）

ｂ（ｘ，０）＝ｂ０（ｘ），０≤ｘ≤Ｌ （７）
其中 ｗ（ｘ，ｔ）、ｎ（ｘ，ｔ）、ｂ（ｘ，ｔ）分别表示氧气的扩
散浓度、毛细尖端密度以及血管浓度；ｋ５ｂ、ｋ６ｎ、－

χｗｘ
、ｋ２ｂ、ｋ４ｗ分别表示毛细尖端的生产速率、毛

细尖端的死亡速率、毛细尖端的迁移速度、血管的

产氧速率、组织的耗氧率；而 ｂ０、χ、ｗＬ、ｗＨ、Ｄｗ
分别表示承载率、趋药性系数、高氧气浓度值、低

氧气浓度值、氧的扩散系数；类似文献 ［３］，
Ｈ（ｕ）取为Ｈｅａｖｉｓｅｄｅ函数的光滑近似，具体如下：

Ｈ（ｕ）＝
ｕ６

１０－６＋ｕ６
，ｕ≥０

０，ｕ＜
{

０
；同理，ｂ０（ｘ）和ｗ０（ｘ）

的函数也可以分别取为

ｗ０（ｘ）＝
ｋ２ｂ０
ｋ４
·

（ｘ－ε）６

１０－６＋（ｘ－ε）６
，０＜ｘ＜ε

０，ε
{

＜ｘ＜Ｌ
和

ｂ０（ｘ）＝
ｂ０·

（ｘ－ε）６

１０－６＋（ｘ－ε）６
，０＜ｘ＜ε

０，ε
{

＜ｘ＜Ｌ
ｋ２、ｋ４、ｋ５、ｋ６、χ、ｗＬ、ｗＨ、Ｄｗ均为正常数 （具体

含义详见文献 ［１４］）。
显然 ｗ０（ｘ）≥ ０且有界，ｗ０（ｘ）∈ Ｃ

２＋α（［０，
Ｌ］），Ｈ（ｕ）为有界连续函数，记 Ｈ（ｕ）∞ ≤ Ｍ，而

ｂ０（ｘ）≥０且有界，ｂ０（ｘ）∈Ｃ
１（［０，Ｌ］）。

本文的主要结论如下：

定理１　对ｔ≥０，问题 （１） －（７）存在唯
一的整体解。

１　预备引理
下面我们将介绍一些引理，首先引入一些记

号。

（ｉ）记ＱＴ ＝｛（ｒ，ｔ）：０＜ｒ＜Ｌ，０＜ｔ＜Ｔ｝，Ｔ
＞０。珚ＱＴ是ＱＴ的闭包。
（ｉｉ）Ｗ２，１ｐ （ＱＴ）＝｛ｕ，ｖ∈ Ｌ

ｐ（ＱＴ）｜ｕｔ，ｖｔ，ｕ，
ｖ，Δｕ，Δｖ∈Ｌｐ（ＱＴ）｝，且规定

ｕｗ２，１ｐ （ＱＴ）
＝ ∑

ｍ ＋２ｋ≤２
ｍｘ

ｋ
ｔｕＬｐ

　 （ｉｉｉ）Ｄｐ（０，Ｌ）＝｛ｕ（ｘ，０）＝φ（ｘ）ｕ（ｘ，ｔ）∈

Ｗ２，１ｐ （ＱＴ）｝，且规定

φＤＰ（０，Ｌ）
＝ｉｎｆ｛Ｔ

－１
ｐｕＷ２，１ｐ （ＱＴ），ｕ（·，ｘ）＝φ（ｘ）｝

（ｉｖ）Ｃα（珚ＱＴ）＝｛ｕ（ｘ）Ｈα（ｕ）＜＋∞｝，其中

Ｈα（ｕ）＝ ｓｕｐｘ，ｙ∈ＱＴ
ｘ≠ｙ

ｕ（ｘ）－ ｕ（ｙ）
ｘ－ｙα ，０＜α≤１，且规

定其范数为 ｕＣα（珚ＱＴ）
＝ｍａｘ

珚ＱＴ
ｕ（ｘ）＋Ｈα（ｕ）

（ｖ）Ｃｋ＋α（珚ＱＴ） ＝｛ｕ（ｘ）∈Ｃｋ（珚ＱＴ）Ｈα（Ｄ
βｕ）

＜＋∞，β＝ｋ｝，其中β为多重指标。

ｕＣｋ＋α（珚ＱＴ）
＝ ∑
０≤ β≤ｋ

ｍａｘ
珚ＱＴ
ｕ（ｘ）＋∑

β＝ｋ
Ｈα（Ｄ

βｕ）

（ｖｉ）Ｃ２ｋ＋α，ｋ＋
α
２（珚ＱＴ） ＝ ｛ｕ（ｘ）ｕ（ｘ） ∈

Ｃ２ｋ，ｋ（珚ＱＴ），Ｈα，α２（Ｄ
ｓ
ｔＤ
ｍ
ｘｕ）＜＋∞，ｍ ＋２ｓ≤２ｋ｝，对

ｋ∈Ｎ，０＜α＜１且规定其范数为
ｕＣ２ｋ＋α，ｋ＋

α
２（珚ＱＴ）

＝

∑
０≤ ｍ ＋２ｓ≤２ｋ

ｍａｘ
珚ＱＴ
ＤｓｔＤ

ｍ
ｘｕ＋ ∑

ｍ ＋２ｓ＝２ｋ
Ｈα，α２（Ｄ

ｓ
ｔＤ
ｍ
ｘｕ）

其中

Ｈα，α２（ｆ）＝ｓｕｐ
ｆ（ｘ，ｔ）－ ｆ（ｙ，ｓ）
ｘ－ｙα＋ ｔ－ｓ

α
２{ ，

（ｘ，ｔ），（ｙ，ｓ）∈珚ＱＴ，（ｘ，ｔ）≠（ｙ，ｓ）}　　
下面介绍几个本文研究过程中所用到的引理。

引理 １［１５］　假设 Ｄ是一个正常数，ａ（ｚ，τ），
ｂ（ｚ，τ）是定义在区间 珚ＱＴ上的有界连续函数，ｆ（ｚ，
τ）∈Ｌｐ（ＱＴ），φ∈Ｃ

１［０，Ｔ］，且对任意的１＜ｐ＜

∞，ｃ０∈Ｄｐ（０，Ｌ）。令 Ｂｕ＝α
ｕ
ｎ
＋β（ｘ，ｔ）ｕ，其中

（１）α＝０，β＝１，（２）α＝１，β≥０，则初边值问题
ｃ
τ
＝Ｄ

２ｃ
ｚ２
＋ａ（ｚ，τ）ｃｚ

＋ｂ（ｚ，τ）ｃ＋ｆ（ｚ，τ），

０≤ｚ≤１，　０≤ｔ≤Ｔ （８）

９４
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ｚ＝０，１：Ｂｃ＝φ，　０≤τ≤Ｔ （９）
ｃ（ｚ，０）＝ｃ０（ｚ），　０≤ｚ≤１ （１０）

有唯一解ｃ（ｚ，τ）∈Ｗ２，１ｐ （ＱＴ），且

ｃＷ２，１ｐ （ＱＴ）≤Ｃｐ（Ｔ）·

（ｃ０ Ｄｐ（０，Ｌ）
＋ φＷ１，ｐ（０，Ｔ）＋ ｆＬｐ（ＱＴ）） （１１）

其中Ｃｐ（Ｔ）是一个依赖于ｐ，Ｔ，ａ∞，ｂ∞的常数，

且对任意的有界集Ｔ，Ｃｐ（Ｔ）是有界的。
引理 ２［１６］　假设 Ｄ是一个正常数，ａ（ｚ，τ），

ｂ（ｚ，τ），ｆ（ｚ，τ）∈Ｃα，
α
２（珚ＱＴ），φ∈Ｃ

１＋α２［０，Ｔ］，ｃ０∈
Ｃ２＋α［０，Ｌ］，则初边值问题 （８） －（１１）有唯一解

ｃ（ｚ，τ）∈Ｃ２＋α，１＋
α
２（珚ＱＴ），且当 （１）α＝０，β＝１时，

成立

ｃＣ２＋α，１＋α２（珚ＱＴ）≤

ｃ０ Ｃ２＋α［０，Ｌ］＋Ｃα（Ｔ）（φＣ１＋
α
２［０，Ｔ］

＋ ｆＣα，α２（珚ＱＴ））

当 （２）α＝１，β≥０时，成立

ｃＣ２＋α，１＋α２（珚ＱＴ）≤

ｃ０ Ｃ２＋α［０，Ｌ］＋Ｃα（Ｔ）（φＣ
１＋α
２［０，Ｔ］

＋ ｆＣα，α２（珚ＱＴ））

其中 Ｃα（Ｔ）是一个依赖于 Ｄ，Ｔ， ａＣα，
α
２（珚ＱＴ）
，

ｂＣα，
α
２（珚ＱＴ）

的常数。

引理 ３［１７］　若 ｕ（ｘ，ｔ）∈ Ｃ２＋α，１＋
α
２（珚ＱＴ），那么

成立

ｕ（ｘ，ｔ）－ｕ（ｘ，０）Ｃ１＋α，
１＋α
２（珔ＱＴ）

≤Ｃξ（Ｔ）ｕＣ２＋α，１＋
α
２（珔ＱＴ）

其中ξ（Ｔ）＝ｍａｘ｛Ｔ
α
２，Ｔ

１＋α
２｝。

引理４　假设 ｕ（ρ，τ），ａ（ρ，τ）和 ｆ（ρ，τ）都定
义在区间珚ＱＴ上的有界连续函数，ｕ（ρ，τ）关于 ρ为
连续可微函数且满足ｕ（０，τ）＝ｕ（Ｌ，τ）＝０，且对
任意α０∈Ｃ［０，Ｌ］，则初值问题

α
τ
＋ｕ（ρ，τ）αρ

＝ａ（ρ，τ）α＋ｆ（ρ，τ），

０≤ρ≤Ｌ，　０≤τ≤Ｔ （１２）
α（ρ，０）＝α０（ρ），　０≤ρ≤Ｌ （１３）

有唯一的弱解α∈Ｃ（珚ＱＴ）且有以下估计：

α∞ ≤ｅ
ＴＡ０（Ｔ）（α０ ∞ ＋Ｔｆ∞） （１４）

其中Ａ０（Ｔ）＝ｃａ∞，ｃ为正常数。进一步假设函

数ａ（ρ，τ）和ｆ（ρ，τ）关于ρ处连续可微，且满足α０
∈Ｃ１［０，Ｌ］。则方程的弱解为一古典解α∈Ｃ１（珚ＱＴ）
且有以下估计：

α
ρ∞

≤

ｅＴＡ２（Ｔ） α′０ ∞ ＋ＴＡ１ｅ
ＴＡ（Ｔ） α０ ∞ ＋Ｔｅ

ＴＡ（Ｔ） ｆ
ρ( )

∞

（１５）

其中 Ａ２（Ｔ） ＝ｃａ∞ ＋
ｕ
ρ∞

（ｃ为正常数），

Ａ１（Ｔ）＝ ａ
ρ∞

，Ａ（Ｔ）＝ ｕ
ρ∞

。进一步，若对任

意的０≤ρ≤Ｌ，０≤τ≤Ｔ，若增加
α０≥０，ｆ（ρ，τ）≥０ （１６）

则有

α（ρ，τ）≥０，０≤ρ≤Ｌ，０≤τ≤Ｔ （１７）
证明类似于文献 ［１８］。

２　局部解的存在唯一性
将运用 Ｂａｎａｃｈ不动点定理证明问题 （１） －

（７）存在局部唯一解。对于给定的Ｔ和正整数 Ｍ，
引进度量空间 （ＸＴ，ｄ）：ＸＴ是由所有的向量函数
（ｗ（ｘ，ｔ），ｎ（ｘ，ｔ），ｂ（ｘ，ｔ））（０≤ｘ≤Ｌ，０≤ｔ≤Ｔ）组
成，且它们满足如下条件

（ｉ）

０≤ｗ∈Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ），

ｗ（ｘ，ｔ）Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ，
对任意的０≤ｘ≤Ｌ，０≤ｔ≤Ｔ；

（ｉｉ）
０≤ｎ∈Ｃ１（珚ＱＴ），ｎ（ｘ，ｔ）∞ ≤Ｍ，

对任意的０≤ｘ≤Ｌ，０≤ｔ≤Ｔ；
（ｉｉｉ）
０≤ｂ∈Ｃ１（珚ＱＴ），ｂ（ｘ，ｔ）Ｃα，

α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ，
对任意的０≤ｘ≤Ｌ，０≤ｔ≤Ｔ。

定义ＸＴ中的度量空间ｄ为
ｄ（（ｗ１，ｎ１，ｂ１），（ｗ２，ｎ２，ｂ２））＝

ｗ１－ｗ２ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

＋ ｎ１－ｎ２ ∞ ＋ ｂ１－ｂ２ ∞

易知度量空间（ＸＴ，ｄ）是一个完备的度量空间。
对任意的向量函数 （ｗ（ｘ，ｔ），ｎ（ｘ，ｔ），ｂ（ｘ，ｔ））

∈ ＸＴ，定义一个映射 Ｆ：（ｗ（ｘ，ｔ），ｎ（ｘ，ｔ），ｂ（ｘ，
ｔ））（珘ｗ（ｘ，ｔ），珘ｎ（ｘ，ｔ），珓ｂ（ｘ，ｔ）），考虑如下问题：
珘ｗ
ｔ
＝Ｄｗ

２珘ｗ
ｘ２
－ｋ４珘ｗ＋ｋ２ｂ，０≤ｘ≤Ｌ，０＜ｔ＜Ｔ

（１８）
珘ｗ
ｘｘ＝０

＝珘ｗ
ｘｘ＝Ｌ

＝０，０＜ｔ＜Ｔ （１９）

珘ｗ（ｘ，０）＝ｗ０（ｘ），０≤ｘ≤Ｌ （２０）
珘ｎ
ｔ
－（χ

珘ｗ
ｘ
）
珘ｎ
ｘ
＝（χ

２珘ｗ
ｘ２
－ｋ６）珘ｎ＋

ｋ５ｂＨ（ｗ－ｗＬ）Ｈ（ｗＨ －ｗ），０≤ｘ≤Ｌ，ｔ＞０

（２１）
珘ｎ（ｘ，０）＝０，０≤ｘ≤Ｌ （２２）

珓ｂ
ｔ
＝珓ｂ（１－ｂ）－χ珘ｎ

珘ｗ
ｘ
，０≤ｘ≤Ｌ，ｔ＞０

（２３）

０５
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珓ｂ（ｘ，０）＝ｂ０（ｘ），０≤ｘ≤Ｌ （２４）
首先证Ｆ映ＸＴ到ＸＴ自身。

（Ⅰ）方程 （１８）的系数项和非齐次项均属于

Ｃα，
α
２（珚ＱＴ）。由引理 ２可知，问题 （１８） － （２０）

有唯一解 珘ｗ∈Ｃ２＋α，１＋
α
２（珚ＱＴ），且满足

珘ｗＣ２＋α，１＋
α
２（珚ＱＴ）

≤ 珘ｗ（ｘ，０）Ｃ２＋α［０，Ｌ］＋

Ｃα（Ｔ）ｋ２ｂＣα，
α
２（珚ＱＴ）

≤Ｃ（Ｔ，Ｍ）

结合引理３可得
珘ｗＣ１＋α，

１＋α
２（珚ＱＴ）

≤ 珘ｗ（ｘ，０）Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋
珘ｗ－珘ｗ（ｘ，０）Ｃ１＋α，

１＋α
２（珚ＱＴ）

≤
珘ｗ（ｘ，０）Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋Ｃξ（Ｔ）珘ｗＣ２＋α，１＋

α
２（珚ＱＴ）

≤
珘ｗ（ｘ，０）Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋Ｃξ（Ｔ）（Ｔ，Ｍ）

由于 ｌｉｍ
Ｔ→０
ξ（Ｔ）＝０，从上述结果可知，若 Ｍ ＞

珘ｗ（ｘ，０）Ｃ１＋α［０，Ｌ］，且Ｔ充分小时，有
珘ｗＣ１＋α，

１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ （２５）

由 珘ｗ∈ Ｃ２＋α，１＋
α
２（珚ＱＴ）和 （２５）式可得 珘ｗ

ｘ∈

Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ），

２珘ｗ
ｘ２
∈Ｃα，

α
２（珚ＱＴ），且满足

珘ｗ
ｘＣα，

α
２（珚ＱＴ）
，

２珘ｗ
ｘ２ Ｃα，

α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍ （２６）

根据上下解原理可知 珘ｗ≥０，因此满足条件 （ｉ）。
此外，易知问题 （１８） －（２０）的解可表为

珘ｗ（ｘ，ｔ）＝∫
Ｌ

０
ｗ０（ξ）Ｇ（ｘ，ξ，ｔ）ｄξ＋

∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
ｋ２ｂ（ξ，τ）Ｇ（ｘ，ξ，ｔ－τ）ｄξｄτ

其中

Ｇ（ｘ，ξ，ｔ）＝

ｅ－ｋ４ｔ １
Ｌ＋

２
Ｌ∑

∞

ｎ＝１
ｃｏｓｎπｘ( )Ｌ ｃｏｓｎπξ( )Ｌ ｅｘｐ－Ｄｗ

ｎπ( )Ｌ
２( )[ ]ｔ

由魏尔斯特拉斯判别法和积分判别法可知 Ｇ（ｘ，ξ，
ｔ）本身及任意阶导数都是一致收敛的［１９］，故当 ｔ
＞τ时，珘ｗ（ｘ，ｔ）∈Ｃ∞（珚ＱＴ），从而可得

珘ｗ（ｘ，ｔ）
ｘ

＝∫
Ｌ

０
ｗ０（ξ）

Ｇ（ｘ，ξ，ｔ）
ｘ

ｄξ＋

∫
ｔ

０
ｄτ∫

Ｌ

０
ｋ２ｂ（ξ，τ）

Ｇ（ｘ，ξ，ｔ－τ）
ｘ

ｄξ

显然
珘ｗ
ｘ≤

０，从而有

－χ
珘ｗ
ｘ≥

０ （２７）

（Ⅱ）由上面的结果和引理 ４可知，问题
（２１） －（２２）有唯一古典解珘ｎ∈Ｃ１（珚ＱＴ），且当Ｔ

充分小时，对任意的０≤ｘ≤Ｌ，０≤ｔ≤Ｔ满足
珘ｎ（ｘ，ｔ）∞ ≤

ｅＴＡ０（Ｔ） ｋ５ｂＨ（ｗ－ｗＬ）Ｈ（ｗＨ －ｗ）∞ ≤

ＴｅＴＡ０（Ｔ）Ｍ ｋ５ｂ∞ ≤Ｍ （２８）

其中 Ａ０（Ｔ）＝ｃχ
２珘ｗ
ｘ２
－ｋ６

∞

（ｃ为正常数）。此

外，根据 （１５）式，对０≤ｘ≤Ｌ，０≤ｔ≤Ｔ，当
Ｔ充分小时，有
珓ｎ（ｘ，ｔ）
ｘ ∞

≤ｅＴＡ３（Ｔ）Ｔｋ５
ｂＨ（ｗ－ｗＬ）Ｈ（ｗＨ－ｗ）

ｘ ∞

≤

ＭｅＴＡ０（Ｔ）Ｔｋ５ 
ｂ
ｘ∞

≤Ｍ （２９）

其中Ａ３（Ｔ）＝ｃχ
２珘ｗ
ｘ２
－ｋ６

∞

＋２－χ
２珘ｗ
ｘ２ ∞

，ｃ为

正常数。根据上下解原理可知 珘ｎ≥０，因此满足条
件 （ｉｉ）。

（Ⅲ）考虑问题 （２３） － （２４），直接计算可
得

珓ｂ（ｘ，ｔ）＝ｅｘｐ∫
Ｔ

０
（１－ｂ）ｄ( )ｔ

∫
Ｔ

０
－χ珘ｎ

珘ｗ
ｘ
ｅｘｐ－∫

ｔ

０
（１－ｂ）ｄ( )τｄｔ＋ｂ０（ｘ( )），

０≤ｔ≤Ｔ
由 （２６）式和 （２８）式可知，问题 （２３） －
（２４）有唯一解 珓ｂ∈Ｃ１（珚ＱＴ）。且满足

珓ｂ（ｘ，ｔ）Ｃα，
α
２（珚ＱＴ）

≤ 珓ｂ（ｘ，ｔ）Ｃ１（珚ＱＴ）
≤Ｍ（３０）

根据珘ｎ≥０、（２７）式和上下解原理可知珓ｂ≥０，因
此满足条件 （ｉｉｉ）。

综上所述，当 Ｔ充分小时，对任意的 （ｗ（ｘ，
ｔ），ｎ（ｘ，ｔ），ｂ（ｘ，ｔ））∈ ＸＴ，存在 （珘ｗ（ｘ，ｔ），珘ｎ（ｘ，ｔ），
珓ｂ（ｘ，ｔ））∈ＸＴ，即Ｆ映ＸＴ到ＸＴ自身。

接下来证Ｆ是压缩映射。
定义 珘ｗ ＝珘ｗ１－珘ｗ２，由问题 （１８） － （２０），

有

珘ｗ
ｔ
＝Ｄｗ

２珘ｗ
ｘ２

－ｋ４珘ｗ ＋ｋ２（ｂ１－ｂ２），

０≤ｘ≤Ｌ，０≤ｔ≤Ｔ （３１）
珘ｗ
ｘ ｘ＝０

＝
珘ｗ
ｘ ｘ＝Ｌ

＝０，０＜ｔ＜Ｔ （３２）

珘ｗ（ｘ，０）＝０，０≤ｘ≤Ｌ （３３）
由ｂ∈Ｃ１ 珚Ｑ( )

Ｔ 可知，ｂ∈Ｌ
ｐ（ＱＴ），满足引理１的条

件，则有

珘ｗ Ｗ２，１ｐ （珚ＱＴ）
≤Ｃｐ（Ｔ）ｋ２ ｂ１－ｂ２ Ｌｐ（ＱＴ）

≤Ｃ（Ｔ）Ｍｄ

（３４）

继而由嵌入定理Ｗ２，１ｐ （ＱＴ）Ｃ
１＋α，１＋α２（珚ＱＴ）（０＜α＜

１５
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１－５ｐ，ｐ＞５）可得

珘ｗ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｃ（Ｔ）Ｍｄ （３５）
此外，显然方程 （３１） － （３３）有唯一解 珘ｗ（ｘ，
ｔ）∈Ｃ∞，１（珚ＱＴ），且有

珘ｗ（ｘ，ｔ）＝

∫
ｔ

０
ｄτ∫

Ｌ

０
ｋ２ ｂ１（ξ，τ）－ｂ２（ξ，τ( )）Ｇ（ｘ，ξ，ｔ－τ）ｄξ

其中

Ｇ（ｘ，ξ，ｔ）＝

ｅ－ｋ４ｔ １
Ｌ＋

２
Ｌ∑

∞

ｎ＝１
ｃｏｓｎπｘ( )Ｌ ｃｏｓｎπξ( )Ｌ ｅｘｐ－Ｄｗ

ｎπ( )Ｌ
２( )[ ]ｔ

则

２珘ｗ（ｘ，ｔ）
ｘ２ ∞

＝

∫
ｔ

０
ｄτ∫

Ｌ

０
ｋ２ ｂ１（ξ，τ）－ｂ２（ξ，τ( )）

２Ｇ（ｘ，ξ，ｔ－τ）
ｘ２

ｄξ
∞

≤

ＴＬｋ２ ｂ１－ｂ２ ∞
２Ｇ（ｘ，ξ，ｔ－τ）

ｘ２ ∞

≤Ｃ（Ｔ）Ｍｄ

（３６）
定义珘ｎ ＝珘ｎ１－珘ｎ２，由问题 （２１） －（２２），有

珘ｎ
ｔ
－（χ

珘ｗ１
ｘ
）
珘ｎ
ｘ
＝

χ
２珘ｗ１
ｘ２

－ｋ( )６ 珘ｎ ＋Ｆ１（ｘ，ｔ），
０≤ｘ≤Ｌ，０≤ｔ≤Ｔ （３７）
珘ｎ（ｘ，０）＝０，０≤ｘ≤Ｌ （３８）

其中

Ｆ１（ｘ，ｔ）＝ｋ５（ｂ１Ｈ１（ｗ－ｗＬ）Ｈ１（ｗＨ －ｗ）－
ｂ２Ｈ２（ｗ－ｗＬ）Ｈ２（ｗＨ －ｗ））＋

（χ
珘ｗ１
ｘ
－χ
珘ｗ２
ｘ
）
珘ｎ２
ｘ
＋ χ

２珘ｗ１
ｘ２

－χ
２珘ｗ２
ｘ( )２ 珘ｎ２

由 （２８）式和 （２９）式可推出

ｎ２ ∞ ≤Ｍ，
ｎ２
ｘ ∞

≤Ｍ （３９）

结合（３５）、（３６）、（３９）式和Ｃα，
α
２（珚ＱＴ）Ｌ∞（珚ＱＴ）可

得

Ｆ１（ｘ，ｔ）∞ ＝

ｋ５Ｍ ｂ１－ｂ２ ∞ ＋ χ
珘ｗ１
ｘ
－χ
珘ｗ２
ｘ ∞

Ｍ＋

χ
２珘ｗ１
ｘ２

－χ
２珘ｗ２
ｘ２ ∞

Ｍ≤

ｋ５Ｍ ｂ１－ｂ２ ∞ ＋ χ
珘ｗ１
ｘ
－χ
珘ｗ２
ｘ Ｃα，

α
２（珚ＱＴ）

Ｍ＋

χ
２珘ｗ１
ｘ２

－χ
２珘ｗ２
ｘ２ ∞

Ｍ≤Ｍｄ （４０）

根据引理４可知，问题 （３７） － （３８）有唯一古
典解珘ｎ（ｘ，ｔ）∈Ｃ（珚ＱＴ）。当Ｔ充分小时，对任意的
０≤ｘ≤Ｌ，０≤ｔ≤Ｔ满足

珘ｎ（ｘ，ｔ）∞ ≤Ｔｅ
ＴＡ０（Ｔ） Ｆ１ ∞ ≤Ｃ（Ｔ）Ｍｄ

（４１）

其中Ａ０（Ｔ）＝ｃχ
２珘ｗ１
ｘ２

－ｋ６
∞

（ｃ为正常数）。

定义珓ｂ ＝珓ｂ１－珓ｂ２，由问题 （２３） －（２４），有
珓ｂ
ｔ
＝珓ｂ（１－ｂ１）＋Ｐ（ｘ，ｔ），

０≤ｘ≤Ｌ，０≤ｔ≤Ｔ （４２）
珓ｂ（ｘ，０）＝０，０≤ｘ≤Ｌ （４３）

其中

Ｐ（ｘ，ｔ）＝珓ｂ２（ｂ２－ｂ１）＋χ珘ｎ２
珘ｗ２
ｘ
－χ珘ｎ１

珘ｗ１
ｘ

直接计算可得

珓ｂ（ｘ，ｔ）＝

ｅｘｐ∫
Ｔ

０
（１－ｂ１）ｄ( )ｔＰ（ｘ，ｔ）ｅｘｐ－∫

ｔ

０
（１－ｂ１）ｄ( )τｄｔ

结合（２６）、（２８）、（３０）、（３５）式和 Ｃα，
α
２（珚ＱＴ）

Ｌ∞（珚ＱＴ）可得
Ｐ（ｘ，ｔ）∞ ＝ 珓ｂ２ ∞ ｂ２－ｂ１ ∞ ＋

χ珘ｎ２－珘ｎ１ ∞
珘ｗ２
ｘ ∞

＋χ珘ｎ１ ∞
珘ｗ２
ｘ
－
珘ｗ１
ｘ ∞

≤

珓ｂ２ ∞ ｂ２－ｂ１ ∞ ＋χ珘ｎ２－珘ｎ１ ∞
珘ｗ２
ｘ Ｃα，

α
２（珚ＱＴ）

＋

χ珘ｎ１ ∞
珘ｗ２
ｘ
－
珘ｗ１
ｘ Ｃα，

α
２（珚ＱＴ）

≤Ｍｄ （４４）

继而由 （４４）式可知，问题 （４２） － （４３）有唯
一古典解 珓ｂ（ｘ，ｔ）∈Ｃ

１（珚ＱＴ），且有
珓ｂ（ｘ，ｔ）∞ ≤Ｃ（Ｔ）Ｍｄ （４５）

所以，结合（３５）、（４１）和（４５）式有
ｄ（（珘ｗ１，珘ｎ１，珓ｂ１），（珘ｗ２，珘ｎ２，珓ｂ２））＝

珘ｗ１－珘ｗ２ Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）

＋
珘ｎ１－珘ｎ２ ∞ ＋ 珓ｂ１－珓ｂ２ ∞ ≤Ｃ（Ｔ）Ｍｄ

因此，取Ｔ充分小使得Ｃ（Ｔ）Ｍ≤１时，Ｆ为压缩映
射。根据 Ｂａｎａｃｈ不动点定理，定义在映射 Ｆ上的
一个固定点 （ｗ（ｘ，ｔ），ｎ（ｘ，ｔ），ｂ（ｘ，ｔ））∈ ＸＴ，使得
对任意的０≤ｔ≤Ｔ，问题 （１） －（７）有唯一古
典解 （ｗ（ｘ，ｔ），ｎ（ｘ，ｔ），ｂ（ｘ，ｔ）），注意到 Ｔ依赖于
ｗ０（ｘ）在Ｃ

２＋α（［０，Ｌ］）空间和ｂ０（ｘ）在Ｃ
１（［０，Ｌ］）

空间上范数的上确界。

由上述证明可总结为如下定理：

定理２　存在Ｔ＞０，使得所有ｔ∈ ［０，Ｔ］，问
题 （１） － （７）存在唯一解，其中 Ｔ依赖于

２５
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ｗ０（ｘ）在Ｃ
２＋α（［０，Ｌ］）空间和ｂ０（ｘ）在Ｃ

１（［０，Ｌ］）
空间上范数的上确界。

３　整体解的存在唯一性
引理５　问题 （１） －（７）的解有如下结论
ｗ（ｘ，ｔ）≥０，ｎ（ｘ，ｔ）≥０，ｂ（ｘ，ｔ）≥０

　　证明　现在考虑方程组 （１） －（７）。
（ｉ）当 ｂ（ｘ，ｔ）≥０时，根据上下解原理可知

ｗ（ｘ，ｔ）≥０，结合 （１７）式可推得ｎ（ｘ，ｔ）≥０。
事实上，当ｂ（ｘ，ｔ）≥０时，若ｗ（ｘ，ｔ）＜０或

ｎ（ｘ，ｔ）＜０之一成立，由上下解原理易知 ｗ（ｘ，ｔ）
＜０，ｎ（ｘ，ｔ）≥０；ｗ（ｘ，ｔ）≥０，ｎ（ｘ，ｔ）＜０和ｗ（ｘ，
ｔ）＜０，ｎ（ｘ，ｔ）＜０的情况不成立。

（ｉｉ）当ｂ（ｘ，ｔ）＜０时，若ｗ（ｘ，ｔ）≥０或ｎ（ｘ，
ｔ）≥０之一成立，由上下解原理易推出 ｗ（ｘ，ｔ）＜
０，ｎ（ｘ，ｔ）≥０；ｗ（ｘ，ｔ）≥０，ｎ（ｘ，ｔ）＜０和ｗ（ｘ，ｔ）
≥０，ｎ（ｘ，ｔ）≥０的情况不成立。

当ｂ（ｘ，ｔ）＜０，ｗ（ｘ，ｔ）＜０，ｎ（ｘ，ｔ）＜０时，显
然问题 （１） －（３）的解为

ｗ（ｘ，ｔ）＝∫
Ｌ

０
ｗ０（ξ）Ｇ（ｘ，ξ，ｔ）ｄξ＋

∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
ｋ２ｂ（ξ，τ）Ｇ（ｘ，ξ，ｔ－τ）ｄξｄτ

其中

Ｇ（ｘ，ξ，ｔ）＝

ｅ－ｋ４ｔ １
Ｌ＋

２
Ｌ∑

∞

ｎ＝１
ｃｏｓｎπｘ( )Ｌ ｃｏｓｎπξ( )Ｌ ｅｘｐ－Ｄｗ

ｎπ( )Ｌ
２( )[ ]ｔ

由以上结果可推出

－∫
ｔ

０
ｄτ∫

Ｌ

０
ｋ２ｂ（ξ，τ）Ｇ（ｘ，ξ，ｔ－τ）ｄξ＞

∫
Ｌ

０
ｗ０（ξ）Ｇ（ｘ，ξ，ｔ）ｄξ

而

ｗ（ｘ，ｔ）
ｘ

＝∫
Ｌ

０
ｗ０（ξ）

Ｇ（ｘ，ξ，ｔ）
ｘ

ｄξ＋

∫
ｔ

０
ｄτ∫

Ｌ

０
ｋ２ｂ（ξ，τ）

Ｇ（ｘ，ξ，ｔ－τ）
ｘ

ｄξ

则计算可知
ｗ（ｘ，ｔ）
ｘ ≥０，故 －χｎｗ（ｘ，ｔ）ｘ ≥０，根

据方程 （６）的右边可推出ｂ（ｘ，ｔ）≥０与已知ｂ（ｘ，
ｔ）＜０矛盾。

结合 （ｉ），（ｉｉ）可知ｗ（ｘ，ｔ）≥０，ｎ（ｘ，ｔ）≥０，
ｂ（ｘ，ｔ）≥０。引理５得证。

引理６　存在依赖于时间Ｔ的常数Ｃ（Ｔ），满足
ｗＣ１＋α，

１＋α
２（珚ＱＴ）

≤Ｃ（Ｔ），ｎ∞ ≤Ｃ（Ｔ），

ｂ∞ ≤Ｃ（Ｔ）
　　证明　 （Ｉ）考虑方程 （６），显然，等式的右

边满足利普希茨条件，问题 （６） － （７）存在唯
一解ｂ（ｘ，ｔ）∈Ｃ１（珚ＱＴ），且有

ｂＣ１（珚ＱＴ）
≤Ｃ（Ｔ） （４６）

由Ｃ１（珚ＱＴ）Ｌ∞（珚ＱＴ）有
ｂ∞ ≤Ｃ（Ｔ） （４７）

　　 （ＩＩ）考虑问题 （１） － （３），由 ｂ（ｘ，ｔ）∈
Ｃ１（珚ＱＴ）可知方程 （１）的系数项和非齐次项均满
足引理２的条件，故方程组 （１） － （３）有唯一

解ｗ∈Ｃ２＋α，１＋
α
２（珚ＱＴ），且有
ｗＣ２＋α，１＋

α
２（珚ＱＴ）

≤Ｃ（Ｔ） （４８）

继 而 由 嵌 入 定 理 Ｃ２＋α，１＋
α
２（珚ＱＴ） 

Ｃ１＋α，
１＋α
２（珚ＱＴ）０＜α＜( )１ 可知 ｗ∈ Ｃ１＋α，

１＋α
２（珚ＱＴ），

且满足

ｗＣ１＋α，１＋α２（珚ＱＴ）≤Ｃ（Ｔ）（４９）

（ＩＩＩ） 考 虑 问 题 （４） － （５），由 ｗ∈

Ｃ２＋α，１＋
α
２（珚ＱＴ）可知，－χ

ｗ
ｘ
和χ

２ｗ
ｘ２
－ｋ６满足引理４

的条件，结合引理５可知ｎ∈Ｃ（珚ＱＴ），且满足
ｎ∞ ≤Ｃ（Ｔ） （５０）

综上所述，由（４８）、（４９）和（５０）式可知，引理６得
证。

根据定理２、引理５和引理６以及时间Ｔ的任
意性可证得本文的主要结论定理１。
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